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Résumé

Etre toujours capable d’arrondir exactement les fonctions élémentaires, comme ’assure
la norme IEEE-754 pour les opérations arithmétiques, était un probleme ouvert. Des
résultats récents montrent qu’il peut étre résolu, au prix éventuel de calculs sur des
millions de chiffres. Nous étudions deux approches: le lancement de calculs exhaustifs
en double précision pour montrer empiriquement que le probleme est soluble a cout
raisonnable parce que le nombre de bits nécessaire pour assurer ’arrondi exact est en
fait faible, et pour calculer ce nombre; la mise au point d’algorithmes performants pour
effectuer les calculs sur de tres grands nombres si jamais cela est nécessaire.
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Chapitre 1

Introduction

Les systemes a virgule flottante sont presque toujours utilisés pour représenter les
nombres réels dans les ordinateurs. Ce choix vient du fait qu’ils sont un bon compromis
entre "amplitude des valeurs représentables, la précision et la simplicité des algorithmes.
Une étude sur l'arithmétique a virgule flottante est présentée dans [Gol91].

Dans un systeme a virgule flottante en base 2, de longueur de mantisse n et d’exposants
allant de emin & €max, un nombre = est représenté par une mantisse M, = Tg.T1T2 ... Tu_1,
qui est un nombre en base 2 a n chiffres vérifiant 0 < m,; < 2, un signe s, = £1 et un
exposant e, entier compris entre €y et €max

T =8, X My X 2%,

Pour garder le maximum de précision, la représentation doit étre normalisée: la mantisse
doit toujours étre supérieure ou égale & 1, et le premier bit de la mantisse (toujours 1) n’a
pas besoin d’étre représenté en mémoire. Par conséquent, une représentation spéciale doit
étre choisie pour zéro.

On appelle nombre machine un nombre qui peut étre exactement représenté dans le
systeme a virgule flottante utilisé. En général, la somme, le produit ou le quotient de deux
nombres machine n’est pas un nombre machine: le résultat de opération doit étre arrondi.

La norme IEEE-754 est de plus en plus souvent implémentée. Elle définit la représenta-
tion (n = 24 pour la simple précision, n = 53 pour la double précision), mais aussi I’arrondi.
L’utilisateur a le choix entre les quatre modes d’arrondi suivants :

arrondi vers —oo: V(z) est le plus grand nombre machine inférieur ou égal & z ;
— arrondi vers 400 : A(x) est le plus petit nombre machine supérieur ou égal a z ;

— arrondi vers 0: Z(z) est, en valeur absolue, le plus grand nombre machine inférieur
ou égal a x;

— arrondi au plus proche: N(x) est le nombre machine le plus proche de a (avec une
convention spéciale si & est exactement entre deux nombres machine).

Supposons maintenant que le mode d’arrondi actif soit ¢. Soient z et y deux nombres
machine. La norme IEEE-754 exige que pour I'opération  xy (ol x est +, —, X ou +) ou
V', le résultat obtenu soit toujours o(z x y) ou o(y/x), i.e. Varrondi du résultat exact. Les



opérations vérifiant cette propriété sont dites “exactement arrondies”. Une telle propriété a
des conséquences tres avantageuses:

— elle assure une compatibilité totale: le méme programme donnera les mémes résultats
sur des ordinateurs différents;

— de nombreux algorithmes peuvent utiliser cette propriété, par exemple pour avoir une
précision arbitraire [Pri91] ou pour obtenir ’arrondi d’une somme exacte de plusieurs
nombres a virgule flottante [Pic72, Kah89];

— on peut facilement implémenter une arithmétique d’intervalles [Kul77, KM8&1], ou plus
généralement on peut obtenir une borne inférieure ou supérieure d’un résultat exact
d’une séquence d’opérations arithmétiques.

Malheureusement, il n’existe pas encore de norme semblable pour les fonctions élémen-
taires (exp, log, sin, cos, tan, arctan), car le probleme est bien plus complexe. Pour ces
fonctions, une étude est effectuée dans [MT96], résumée dans le chapitre 2. I’arrondi exact
(suivant I'un des quatre modes d’arrondi) est toujours possible, mais cela peut demander
d’effectuer des calculs intermédiaires a trés grande précision (cela ne se produit jamais avec
les opérations +, —, X, = ou \/‘) Un résultat récent de Yu. Nesterenko et M. Waldschmidt
[NW95] fournit une borne supérieure théorique de la précision requise lors des calculs in-
termédiaires pour le calcul de 'exponentielle, qui est de 'ordre du million de bits pour les
nombres en double précision, mais le maximum est certainement beaucoup plus petit (de
l'ordre de la centaine de bits). On va donc considérer les deux approches suivantes :

— Tests exhaustifs (chapitre 3). Ces tests permettront de connaitre la vraie borne supé-
rieure (au moins, provisoirement, dans un intervalle donné), et de diminuer la borne sur
la durée de 'opération et la mémoire utilisée. Cette approche demande beaucoup de
temps de calcul pour tester tous les éléments, mais les algorithmes seront tres rapides.
Avec la puissance de calcul actuelle, I’ensemble des nombres représentables en simple
précision est traité rapidement, et il faudra beaucoup de temps (sur de nombreuses
machines) pour les nombres en double précision. En revanche, cette méthode est im-
possible si I’on considere les nombres en quadruple précision, et le restera certainement
dans le futur. C’est pourquoi une seconde approche est nécessaire.

— Calculs en multiprécision (chapitre 4). L’inconvénient de cette méthode est que le
temps pris pour le calcul demandé est bien plus grand que celui d’un calcul & la préci-
sion du nombre. Il y a une tres grande probabilité pour que la vraie borne supérieure
soit suffisamment petite pour qu’un calcul & tres haute précision ne puisse en fait
jamais étre demandé; mais il faut quand-méme écrire des routines suffisamment opti-
misées pour que le temps de calcul soit acceptable si jamais ce cas se produit. On fera
aussi attention a ne pas utiliser trop de mémoire. Les routines devront étre portables
et la précision des résultats devra étre garantie. Il existe des bibliotheques de calcul
en multiprécision, mais elles ne vérifient pas toutes les conditions requises.

Pour éviter les problemes décrits ci-dessus, on pourrait choisir une norme un peu plus
faible que celle demandant ’arrondi exact. Mais il serait alors difficile d’en choisir une, car
il n’y aurait plus de norme “naturelle” et on aurait toujours le risque que quelqu’un fasse
“mieux” que la norme et ainsi tue la norme.



Chapitre 2

Le probleme de ’arrondi des
fonctions élémentaires

2.1 Le dilemme du fabricant de tables

Pour bien comprendre que le calcul a grande précision est inévitable, on va d’abord consi-
dérer le probleme géométriquement, en faisant abstraction de la représentation en base 2.

Soit un nombre machine z, et y = f(z), o f est une fonction élémentaire (exp, log, sin,
etc...). On cherche a arrondir exactement y en un nombre machine, suivant I'un des quatre
modes d’arrondi, fixé ici.

Considérons l’ensemble des nombres machine zj, et les intervalles I, contenant les
nombres réels ayant le méme arrondi. Supposons que la distance entre y et une frontiere de
ces intervalles soit égale a un nombre ¢, et que ’on sache calculer y a une précision égale a
¢’. Cette valeur calculée doit étre & une distance de la frontiere d’au plus ¢’ pour étre sir
de pouvoir arrondir correctement (en effet, on ne sait pas ou se situe la vraie valeur). Pour
pouvoir arrondir correctement dans tous les cas, il faut avoir ¢ > 2¢’. Alors il faudra calculer
y avec une erreur inférieure a £/2 (qui peut étre trés petit, comparé a la distance entre deux
nombres représentables), sinon on ne saura pas toujours comment arrondir.

Dans 'exemple suivant, on choisit ’arrondi au plus proche. Le point y représente la
valeur réelle et le point 3’ une valeur calculée possible. Le réel y n’a pas été calculé a une
précision suffisante: on ne sait pas s’il faut arrondir & 249 ou Zg43.

I I I I I I I

k k+1 k+2 k+3 k+4 k+5 k+6

A
\
A
\
A
\
A
\ 4
A
\/
A
\
A
\ 4

| | | Y | | | |
| | | | | | |

Xk Xk+1 Xk+2 Xk+3 Xk+4 Xk+5 Xk+6

Supposons que l'on veuille f(z) arrondi a n bits, sachant qu’on peut le calculer avec une

erreur de 27, Ce ne sera pas possible dans les cas suivants:

— avec arrondi vers 400, —oc ou 0:

m bits

l.zzxzx...22z0000...00zz2...
—_——

n bits



ou
m bits

lzzzx...zx1111.. . 11222 ...
——

n bits

— avec arrondi au plus proche:

m bits

l.zzzx...22z1000...00zz2 ...
——

n bits

ou
m bits

l.zzzx ... .2z 0111.. . 112z22...
——
n bits

Ce probleme est connu sous le nom du Table Maker’s Dilemma (TMD), ou dilemme du
fabricant de tables. Des exemples sont donnés dans la section 3.7.

2.2 La stratégie multi-niveaux de Ziv

La stratégie de Ziv [Ziv91] consiste a choisir une valeur de m petite, mais un peu plus
grand que n (m = n+20 par exemple), et a calculer la fonction avec une erreur de 27, Dans
la plupart des cas, cette approximation est suffisante pour pouvoir arrondir correctement.
Si cela ne suffit pas, on recommence avec une valeur de m plus grande. Si cela n’est toujours
pas suffisant, on prend une valeur de m encore plus grande, et ainsi de suite.

Le probleme est de savoir si le processus se termine. En 1882, Lindemann a démontré que
I’exponentielle d’un nombre algébrique (éventuellement complexe) non nul n’est pas algé-
brique [Bak75]. Or les nombres machine sont rationnels, donc algébriques. Par conséquent,
I’exponentielle, le sinus, le cosinus et 'arctangente d’un nombre machine différent de 0 n’est
pas un nombre machine, et le logarithme d’un nombre machine différent de 1 n’est pas un
nombre machine. Dans ces cas (on ne considére pas ici les cas triviaux 0 ou 1), il existe donc
toujours une valeur de m assez grande pour laquelle le TMD ne peut pas se produire. De
plus, puisqu’il y a un nombre fini de nombres machine, la valeur de m est en fait bornée. Le
probleme est donc de trouver un majorant de m.

2.3 Une approche probabiliste

Soit f une fonction élémentaire. On suppose que pour & nombre machine a n bits de
mantisse, les bits de f(x) suivant les n premiers bits du résultat peuvent étre considérés
comme une suite aléatoire de 0 et de 1, avec une probabilité de % pour chacun de ces deux
chiffres; ceci peut étre vu comme une application des résultats de Feldstein et Goodman
[FG76]. On suppose de plus que les suites associées a deux nombres différents zy et a9
peuvent étre considérées indépendantes. Ces suppositions seront aussi utilisées pour les
tests exhaustifs (chapitre 3) afin de prévoir certains résultats et d’adapter les programmes
en conséquence. Notons qu’elles ne sont plus vérifiées dans certains domaines: voisinage de
0 pour I'exponentielle, le sinus et le cosinus, z suffisamment grand pour I'exponentielle (qui
donne un overflow)... mais dans ces domaines, I’arrondi ne pose pas de probleme.



On pose k = m — n. La probabilité que le TMD se produise est alors de 2'=* pour
un mode d’arrondi fixé. Soit n. le nombre de couples (signe,exposant) considérés (nombre
total, ou seulement dans un certain domaine), ce qui donne N = n, x 2"~! nombres flottants
possibles. Le TMD se produira alors “en moyenne” 27~%+og2(ne) fois sur ’ensemble de ces
nombres.

Si on prend m un peu supérieur a 2n + log,(n.), le TMD aura donc tres peu de chances
de se produire.

Cette approche probabiliste est vérifiée en pratique sur des tests exhaustifs en simple
précision, et des tests aléatoires en double et quadruple précision.

2.4 Une borne théorique pour ’exponentielle

Grace & un théoreme de Yu. Nesterenko et M. Waldschmidt [NW95], nous avons les
bornes suivantes pour 'exponentielle :

n | arguments m
24| 0—=1In2 494416
0—10 3074888

53| 0—=1In2 1038560
0—10 5234891

112 0—1In2 2527507
0—10 10409113

On peut en déduire des bornes similaires pour le logarithme. Les résultats sur 'expo-
nentielle se généralisent aux sinus et cosinus.

Il s’agit d’un théoréme assez récent et nous espérons qu’il soit amélioré afin d’avoir des
bornes théoriques plus petites. Mais d’un autre coté, ces bornes resteront toujours assez
grandes, et les meilleures bornes que nous puissions obtenir seront trouvées par tests ex-
haustifs. De tels tests seront hélas impossibles en précision étendue (80 bits de mantisse) ou
en quadruple précision (112 bits de mantisse).



Chapitre 3

Tests exhaustifs

3.1 Introduction

Une des approches pour garantir & colit raisonnable 'arrondi exact d’une fonction élé-
mentaire f est la recherche par tests exhaustifs de la valeur minimale de m pour laquelle le
TMD ne se produit jamais. En fait, on se donnera un nombre mgq de I'ordre de 2n+log,(n.)
(cf 2.3), et on recherchera les arguments @ pour lesquels le TMD se produit si ’on calcule
f(z) avec une erreur de 277°. Pour ces éléments, qui devraient étre peu nombreux, on
pourra calculer f(z) trés rapidement a ’aide d’une table; pour tous les autres, on pourra
utiliser la stratégie de Ziv (cf 2.2), limitée a mg. Le calcul de f avec arrondi exact sera ainsi
tres rapide dans tous les cas.

Il s’agira en fait de tests exhaustifs restreints a un intervalle donné, en dehors duquel on
peut trouver d’autres méthodes. En effet, si  est suffisamment petit (inférieur & 27°%), on
peut utiliser la formule de Taylor a 'ordre 1; si z est suffisamment grand, 'exponentielle
donne un overflow, et les fonctions trigonométriques n’ont plus beaucoup de sens.

Le cas des nombres en simple précision a déja été traité par J.-M. Muller et A. Tisserand
[MT96]. Nous nous intéresserons ici a I’exponentielle avec les arguments en double précision
situés dans l'intervalle [3,
et d’exposant —1. Dans le futur, d’autres intervalles seront testés.

252

1[, ce qui correspond aux nombres positifs de mantisse quelconque

Pour les flottants en double précision (n = 53),il y a mantisses possibles au total (le
premier bit étant toujours 1), ce qui est énorme. Une des plus grandes préoccupations sera
donc la rapidité du test, aux dépens de la portabilité. En effet, un cycle par test correspond

a deux ans de calculs sur une machine & 71 MHz. Le moindre cycle est important !

Les calculs se feront sur des Sun SparcStation ainsi que sur une machine Matra Capitan
a base de processeurs Sparc. Nous en tiendrons compte pour faire certains choix (mais la
plupart resteraient valables pour d’autres types de machines).

3.2 Formulation du probleme

Considérons les nombres positifs en double précision d’exposant —1. Ce sont les
nombres z de la forme 0.1zg25...253 ou ¢; € {0,1}. La mantisse de y = exp a se compose
de 53 bits (dont le premier est 1) suivis d’une suite de bits b = b1b3bs . . ., qui sera calculée
a une certaine précision. Le probleme revient a trouver cette précision de maniere a ce que
le TMD ne se produise pas. Ceci revient a trouver l’entier k£ > 0 tel que

~ b=00"1...0ub=11%0... pour un arrondi dirigé,
— b=01%0...0ou b= 10%1... pour un arrondi au plus proche.

7



Nous ne stockerons que les arguments pour lesquels k > kg, ou kg est un entier fixé.
En appliquant la formule (probabiliste) donnée en 2.3 (n < 53, k < k+ 1, n. + 1), nous
stockerons environ 2°2~% arguments (2°27% pour chacun des deux types de modes d’arrondi
considérés). Nous prendrons donc kg = 50.

3.3 Algorithme (idée générale)

Pour étre rapide, nous allons appliquer une stratégie du style de celle de Ziv. Nous ferons
le test en deux étapes: la premiere doit étre tres rapide et éliminer un tres grand nombre
de cas, ceux pour lesquels k est suffisamment petit; la seconde, qui peut étre bien plus
lente, consiste a retester les cas qui ont échoué a la premieére étape (que nous appellerons
exceptions), en calculant I'exponentielle a une plus grande précision.

Le résultat de Pexponentielle est compris entre e1/2 et e. Le poids du premier bit de b est
donc 2753 ou 2752, suivant que z < log 2 ou que z > log 2. Pour simplifier, nous n’allons pas
couper le test en deux, et nous ne testerons que des bits de méme poids. Nous ne testerons
donc pas le bit de poids 27°2; il ne sera testé que lors de la seconde étape, si le premier test
échoue. D’apres les hypotheses probabilistes, cela n’aura aucune influence sur le temps de
calcul de la premiere étape et le nombre d’arguments qui devront passer la seconde étape.

D’autre part, puisque les deux types d’arrondi sont considérés simultanément, Nous ne
testerons pas le premier bit de b. Il pourra étre pris en compte plus tard (apres la seconde
étape), si on veut connaitre la valeur de k pour chaque type d’arrondi. Le premier bit testé
sera alors celui de poids 2754, et si ’exponentielle est calculée & une précision 277, le dernier
bit testé sera celui de poids 27 (1) Le test échoue si et seulement si ces bits sont tous égaux
(000...00u 111...1), et 'argument devra passer la seconde étape. Dans le cas contraire, on
montre facilement que les bits 54 a n + 1 du résultat exact ne peuvent pas étre tous égaux.

La durée moyenne d’un test augmente avec le nombre de bits a calculer et a tester. Il
vaut donc mieux tester peu de bits, mais suffisamment de facon a ne pas passer trop de
temps sur la seconde étape. Si nous testons p bits, il y a une chance sur 2°~! que le test
échoue. Comme nous devons tester 2°2 arguments, environ 25377 arguments, & un ordre de
grandeur pres, devront passer la seconde étape.

3.4 Premiere étape

3.4.1 Description générale

Différentes méthodes ont été étudiées pour “calculer des exponentielles” (dans le sens
“calculer les 2P bits & tester” d’une approximation & 27" pres). Celle exposée ici semble étre
la plus rapide.

Nous allons calculer ’exponentielle par approximation polynomiale. Le polynéme choisi
devra étre de faible degré pour les raisons suivantes: d’une part pour réduire le temps de
calcul, d’autre part a cause des erreurs d’arrondi. En contre partie, "approximation ne sera
valable que sur un petit intervalle.

Considérons d’abord un intervalle du type [—2"7°% 27733 oli r est un entier positif (il
sera de l'ordre de 15), pour lequel on connait un polynéme d’approximation. On pourra

utiliser la formule



ou z appartient a I'intervalle, pour tester tous les arguments compris entre 1/2 et 1.

Une premiere idée consiste & calculer tous les €% et e, puis & effectuer les 2°2 produits
possibles a l'aide de plusieurs multiplications en double précision, en fait seulement celles
intervenant dans la valeur des bits a tester, ce qui revient a faire une ou deux convolutions.
Le principal probleme avec la multiplication est que la taille du résultat est double de la
taille des opérandes, ce qui complique les calculs. Mais méme si une multiplication se fait

en un seul cycle, on peut trouver une méthode plus rapide.

La seconde idée est de calculer une approximation polynomiale de I’exponentielle dans
les intervalles [t —2"753, t+27753], puis d’évaluer le polynome sur les valeurs consécutives par
table des différences. Cette méthode est avantageuse, car elle ne contient que des additions
(deux par argument dans le cas d’un polynéme de degré deux) et les calculs peuvent étre
faits modulo 2753 (le premier bit testé étant celui de poids 27°%).

L’algorithme se décompose en deux parties:

~ le calcul des €' & une précision 27%, ou ¢ sera de la forme (2¢ + 1)2"753 (et compris
entre 1/2 et 1),

_27’—53 27’—53]

— le calcul des e'** pour x € | a la précision 27", connaissant e’ A la

précision 27%,

(n et s seront déterminés plus loin.)

Commencons d’abord par étudier le calcul et le test des ™%, qui devrait étre la partie
la plus lente.

3.4.2 Calcul et test des ¢'**, connaissant ¢

Table des différences

Le calcul des et se fera par la méthode des différences, qui permet de calculer les

valeurs successives d’un polynéme de degré d a ’aide de seulement d additions par valeur.

Nous allons expliquer le principe avec un exemple simple : P(z) = z°.

On calcule d’abord P(0), P(1), ..., P(d) (ici, d = 3) a l’aide d’une méthode quelconque.
Puis on calcule les différences finies : en-dessous de deux éléments consécutifs x et y, on écrit
y — . Ensuite, on peut calculer successivement les autres valeurs P(d+ 1), P(d+2), etc...
a ’aide d’additions, comme indiqué sur la figure.

8 27 64 125 216
S

) \
6 6 6




Les éléments situés a gauche dans chaque ligne (encadrés sur la figure) sont les coefficients
du polynome dans la base
{1XX(X—1) X(X-1)(X-2) X(X-1)(X=-2)(X-3) }
2 ' 3! ' 4! T

(le calcul de ces éléments par différences finies a partir des premieres valeurs du polynéme
constitue la formule d’interpolation de Newton). Le polynéme peut aussi bien étre donné
directement dans cette base: c’est le plus pratique, donc c’est le choix que nous ferons pour
le calcul des !,

Application a I’exponentielle
Soit z = £.27°3, avec k € Z tel que |k| < ko = 2". Considérons I’approximation
x:l—l—x—l—lxz—l—e(x) ol e(x):lx?’—l—ix‘l—l—
2 6 24 o
(nous pourrions choisir un polynéme de degré 2 un peu meilleur, mais nous verrons que

celui-ci suffit, i.e. que la précision est limitée par une autre raison). En faisant intervenir k

_1)

} (utilisée pour la table des différences), on obtient:

kk -1
oF — 1—|—(2_53+2_107)k+2_106¥—|—€($).

2
On pose u = €', dont on sait calculer une approximation @ telle que |u — 4| < 27° (cf
section 3.4.3). On a alors:
E(k—1
T = e = a4+ (2770 4 2719 ak + 2_106117( 5 ) + d.e(x) + (u—u).e”

Le calcul des exponentielles (modulo 27°%) dans Iintervalle choisi fait intervenir les trois
nombres do = @, di = (272 + 27107)d et dy = 271%4. Une étape de calcul dans le sens
positif (k =1, 2, 3, etc...) consiste & effectuer dy < dy + dy puis dy < do+ dy ; dans le sens
négatif (k= —1, —2, =3, etc... ), ce sont des soustractions.

Nous allons arrondir ces nombres de fagon a diminuer les calculs. Ceci dépend du type de
données utilisé ici, qui va étre choisi maintenant. Sur Sparc, on a le choix entre flottants en
simple, double ou quadruple précision, et entiers (sur 32 bits). Les flottants en simple préci-
sion ne conviennent pas, car ils n’ont pas assez de précision et ne sont pas plus rapides que les
flottants en double précision. Les flottants en quadruple précision sont émulés donc lents ;
par conséquent, ils ne sont pas intéressants. Les flottants en double précision pourraient
sembler intéressants si chaque nombre est stocké sur un seul flottant a des précisions abso-
lues différentes, mais pour certaines raisons (modulo, test des bits, pas de multiplication)
les entiers sont préférables.

Les 3 coefficients seront arrondis et stockés sur 64 bits (bits 54 & 117) pour dg et dy, sur
32 bits (bits 86 a 117) pour dz; les nombres arrondis sont notés do7 d1 et d2

- k(k— 1)
2

On a alors:

® = do+ dik + ds +&'(t, z)
avec
k(k—1)

£'(t,x) = (do — do) + (dy — dy)k + (dy — da) :

+ t.e(z) 4 (u—0).e”.
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54 85 86 117

d, d,
54 85 86 117
d, d,
86 104 105 117
000 ........ 0001 d,

'(t, ) est ’erreur que 'on fait. Nous allons en chercher une majoration. Notons tout de
suite que ’erreur maximale est de I'ordre de celle due au terme de degré 2. Par conséquent,
si on veut un résultat plus précis, il faut que 'addition dy < dy + d se fasse a la précision

2719 au lieu de 2717 (mais la précision considérée ici se révélera suffisante).

Majorons d’abord |e(z)|, sachant que & < % :

z3 z3

<@ aatra®e. )= " <2,

—_

Ensuite, puisque €” < %, alors |u — @|.e” < %2_5. D’autre part, puisque nous faisons les
calculs & la précision 27117, nous prendrons s < 117 et nous pouvons arrondir dy de telle
sorte que |dy — @ < 27571,

Nous allons choisir les arrondis de maniere a ce qu’ils se compensent partiellement. Pour
dy, nous prenons évidemment un arrondi au plus proche, si bien que |dy — d}| < 2718, Pour
dy, Parrondi est choisi de telle sorte que sign(dy — dy) # sign((dy — d3)k), & une précision
27120 Dans ces conditions, on a:

< max(2¥ 19 _ 9r—119 92r—120y 4 93(r=53) | 9l—s

g 92—U9 4 gl-s _ (or—119 _ 93r—159)

Nous choisirons 7 et s tels que r < 20 et s > 120 — 2r, si bien que |g] < 2277118, D’autre
part, nous prendrons le plus petit s vérifiant les contraintes, d’ot s = 120 — 2r. Puisque
r ~ 15, nous aurons s ~ 90.

Nous prendrons —ko < k < kg, de maniére a tester tous les 1/2 <z +1¢ < 1.

Test des bits (sur Sparc)

Nous cherchons a tester tres rapidement si les p bits de poids fort de dy sont tous égaux.
Si p > 32, nous pouvons d’abord tester les 32 premiers bits (registre de poids fort de dp),
et nous ne nous occuperons pas ici du test des bits suivants, qui peut étre relativement lent
car cela n’arrive en moyenne qu’une fois sur 23!, Supposons donc que 3 < p < 32.

Le jeu d’instructions du Sparc ne permet pas d’effectuer le test en une seule instruction
(méme dans le cas p = 32). Deux instructions sont nécessaires et suffisantes. Mais I'astuce
suivante permet de n’utiliser qu’une seule instruction (donc de gagner un cycle) : le registre
A tester contiendra en permanence le vrai résultat + 23277 (les additions restant valides).
Le test sera alors une comparaison non signée a 23377,
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Apres l'instruction de test se trouve une instruction de branchement sur une routine qui
doit stocker la valeur de k£ dans un tableau. Le branchement sera pris uniquement si le test
échoue, donc rarement (de 1’ordre de un million de fois sur les 252 tests) ; par conséquent, il
n’est pas nécessaire que cette routine soit optimisée au maximum.

3.4.3 Calcul des €'
Algorithme

Nous cherchons & calculer les up = V7% 4 27% prés, ot y = 1/2 42773, 2 = 272 et (
est un entier tel que 0 < ¢ < 25177,

Le calcul de ug et €, puis I’application de la formule uy11 = €”.uy pour calculer les termes
suivants est une mauvaise méthode, car on perd de la précision a chaque multiplication.
L’utilisation d’une approximation polynomiale n’est pas non plus une bonne idée, car le
degré serait trop élevé.

Nous allons considérer une méthode permettant de calculer un nouveau terme en faisant
une seule multiplication (grace a la formule e?t? = e%.¢"), en ayant un arbre de calcul assez
équilibré pour ne pas trop perdre de précision et sans avoir besoin de stocker trop de valeurs
us (la taille du disque étant limitée).

4 P = lz __ lo X l50— N
On décompose £ en base 2: £ = l59_,La9_y...Ly. On a eVt = ev.ep.elt .. esp ) ol

i . . 7 ,
e; = (€°)?"; pour simplifier, e¥ et les e; seront précalculés.

Le probléme revient maintenant a calculer pour tout sous-ensemble I C {0,1,...,n}
contenant n :
Pr= H €;
el
les e; étant les valeurs précalculées ci-dessus. Pour cela, on partitionne {0, 1,...,n} en deux

sous-ensembles & peu prés de méme taille (pour équilibrer), on applique cette méthode
récursivement sur chacun des deux sous-ensembles, en s’arrétant quand on a un singleton,
puis on calcule tous les produits xzy, ol = est un élément du premier sous-ensemble et 3 un
élément du second sous-ensemble (diviser-pour-régner).

Nous effectuerons tout d’abord les multiplications sauf celles de la derniere étape, qui
seront effectuées juste avant le test de l'intervalle correspondant (donc en parallele). 1l y
aura environ un million de multiplications. Ce sera tres rapide; elles pourront donc étre
effectuées en séquentiel sur une seule machine. Nous verrons que le fichier qui contiendra les
résultats occupera environ 17 Mo sur disque.

Représentation des résultats

D’apres des tests faits sur SparcStation 5, la multiplication d’entiers est tres lente
(22 cycles pour une multiplication de deux entiers 32 bits, résultat sur 32 bits), et la multi-
plication en double précision peut se faire en 1 ou 2 cycles. Nous allons donc faire toutes les
opérations sur des flottants, un nombre étant représenté par plusieurs flottants. Le résultat
final (i.e. les €') sera ensuite converti dans le format voulu.

Un nombre & sera stocké sous la forme de deux flottants double précision, qui représen-
teront deux entiers x; et x5 tels que 0 < 2y < 2% et |2y] < 27:

v =279 a2 M
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oil ¢ est pair, car il faut faire une décomposition suivant 2=%/2 pour la multiplication (puisque
la taille du résultat d’une multiplication exacte est double de celle des opérandes):

@ =l 27U% 4 g 2720/2 4 yl9=3/2 4 gt 9= 4a/2

avec |x;| < 29/2 pour i > 2. On doit avoir ¢ < 51 pour pouvoir représenter tous les éléments
de ’ensemble
{x €27%7 . 1< < e—|—2_5}

oll 2 < e+27% < 4. Nous prendrons donc ¢ = 50, et nous ferons des opérations dans 271907,
Il faudra éviter de perdre plus d’une dizaine de bits en précision puisque nous voulons s ~ 90.

Les opérations seront valables dans n’importe quel mode d’arrondi. En fait, elles seront
effectuées avec I'arrondi au plus proche, qui est le mode d’arrondi par défaut. Nous autori-
serons a3, et par conséquent a’, & n’étre pas forcément entier ; cela évitera quelques calculs
supplémentaires. Pour simplifier, nous supposerons par la suite x5 entier, mais ce qui sera
dit pourra s’étendre au cas x, non entier, considéré comme un représentant de l'intervalle
[lz2], [#2]]- Lors de 'implémentation, les nombres pourront étre manipulés a une puissance
de 2 prés: par exemple 25272 au lieu de z4.

Calcul d’un produit et majoration de P’erreur

Considérons deux nombres x et y, représentés par des valeurs approchées & et § a £, et
g, pres, dans €7 (ici, ¢ = 271%%). Nous cherchons & calculer rapidement une valeur approchée
p de p = zy dans €Z. Posons:

&= x’12_q/2 + x'22_2q/2 + xéQ_?’q/z + x22_4q/2

et
§ =y 2797 4 2722 2702 ol

ot les 2%, y! sont des entiers, et |2/|, |y!| < 29/ pour i > 2. Nous allons calculer :

zy = 21y

23 = T1Y5 + 25y

24 = TYs 25y T a5y

25 = whyy + voys + 25y, + Ty

Montrons qu’ici ces quatre nombres sont bien représentables, et que chaque résultat inter-
médiaire est aussi représentable. Comme il n’y a que des entiers, il suffit de montrer que
% < 2°3, oli z; correspond au calcul de z; en remplacant chaque nombre par sa valeur abso-
lue. La plus grande valeur calculée est e! =% plus Perreur effectuée ; elle peut étre majorée par
e.On a |z}, [y} < e-29/241. On a donc pour i > 3: 3; < 2(e-29+429/2) 42.29 < 8.29 = 253
et 2y < e-29421/2 < 953,

Ensuite le résultat est converti dans le format voulu. On décompose 23 = 24 24/% 4 2
avec |z3| < 29/2. L’entier zh est ajouté & z, qui reste représentable (pour la méme raison).
On ajoute 25’2‘1/2 et 252792 4 z4; on a encore Z4 < 253, On décompose z4 = z429 + Z avec
|2| < 29, et on ajoute 2 a z3. Le résultat est alors (2, 2J).

On a |p— &g| < Te: 1¢ provient de 'arrondi de z4 4 z5 279/2 5¢ proviennent de zg (non
calculé) et 1¢ provient de 27 et zg (non calculés). On a alors:

|p— zy| < xey + yey + 08y + Te.
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Arbre des produits pour r = 16 et majoration de l’erreur

Nous prenons r = 16. Alors s = 120 — 2r = 88. Nous allons donc chercher & calculer les
el 3 2788 = 212 prés (au maximum).

Posons e3s5 = €Y. Les constantes eg, €, ..., ess sont précalculées & ¢ = 2719 pres. Nous
allons calculer tous les produits Py ou I C {0,1,...,35}, en partitionnant les ensembles de
la facon suivante :

(&)}

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1

NN NN\

01] [23] [45] [67] [89] [10,11] [12,13] [14,15] 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

[0.3] [47] 18,11] [12,15] 16 17 18 19 [20,21] [22,23] [24.25] [26.27] [28,29] [30,31] [32,33] [34,35]
[0,7] 18,15] [16,17] [18,19]  [20,23] [24,27] [28,31] [32,35]
[0,15] [16,19] [20,27] [28,35]
[0,19] [20,35]

[0,35] (multiplications effectuées lors des tests)
Calculons maintenant une majoration de ’erreur maximale effectuée.

— Intervalle [0,19]. Pour tout I C [0,19], P; < ey = €l/65536 On a les majorations
suivantes au bout de chaque étape (un produit z est obtenu au bout de la n¢ étape si
le sous-arbre de racine z a une profondeur égale a n):

1 étape: &1 < e(2e30+¢) + 7e < 10g,

2 étapes: 9 < 10e(2ez9 4 102) + Te < 28¢,

3 étapes: 3 < 28¢(2ez9 + 28¢2) + Te < 64e,

4 étapes: g4 < 64c(2eg0 + 64¢) + Te < 136¢,

5 étapes: &5 < 1362(2e29 + 136¢) + T < 280¢.

— Intervalle [20, 35]. On a les majorations suivantes :

1 étape: &f <e(e¥ 4 e/t 4¢) 4 7 < 10,

2 étapes: b < 10€(ey+1/4 + e3/16 1 10e) + 7e < 41e,
3 étapes: e <4dle(e+ el/16 ¢ 4le) + Te < 163¢,

4 étapes: £} < 163=(e+ e1/256 1 163¢) 4 7e < 614¢.

L’erreur maximale peut donc étre majorée par:

e - 280 + eqp - 614 + 280 - 614e + Te < 1383 < 2'2%¢.

Décomposition d’un entier en deux

Dans le calcul d’un produit, il faut décomposer un flottant z en une somme z’' 2% + 2",
oit 2/ est un entier et 2’ vérifie |2”| < 2F. On suppose que les opérations d’addition @&, de
soustraction & et de multiplication © sont effectuées en double précision (53 bits) avec I'un
des quatre modes d’arrondi. Ici, on a k = ¢/2 = 25.

Soit €' = 3 -2°'** On calcule & = (z @ C) © C, puis 2" = 2 © &. Ensuite, on peut
éventuellement calculer 2’ = & @ 2~% ou utiliser # dans les calculs.

Note : cette décomposition reste valable pour tout  tel que |z| < 2°1+* — 2% et pour tout
entier k. Elle est aussi utilisée dans la multiplication en multiprécision (cf section 4.3).
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3.4.4 Arrondi de dy, d; et d; (avec r = 16)

Dans la section 3.4.3, nous avons décrit comment calculer les nombres @, représentés par
deux flottants double précision. Nous voulons maintenant calculer les arrondis dy, dy, do de
do, di et dy (comme indiqué dans la section 3.4.2).

Représentation intermédiaire de @

Nous devons faire une conversion de format de #%: nous devons passer d’un couple de
flottants (uy, uz) en double précision (type double) a plusieurs variables entiéres sur 32 bits
(type int). Cela se fera en passant par la représentation en mémoire d’un flottant double
précision, déterminée par la norme IEEE. Il faut d’abord fixer 'exposant des deux flottants
uy et uy de telle sorte qu’un bit de poids donné soit situé a un endroit fixe.

— ug: nous avons uy < 2°0. Il est plus pratique de rendre uy positif ; nous ajoutons donc
2°0. En méme temps, nous pouvons fixer I’exposant en ajoutant 2°2. D’une part nous
avons maintenant 2°? < uy < 252 + 251 (exposant est bien fixé & 52). D’autre part,
uz n’a pu étre arrondi qu’a [ug] ou [uz]: le bit de poids faible de la mantisse a pour
exposant 0. Le nombre formé par les 52 bits représentés de la mantisse avec leurs poids
respectifs (2747 & 27190) est égal & (ug +2°°) 271%°. Remarque: il faudra tenir compte
du bit de poids 2749 car il n’est pas forcément nul (si uy a été arrondi a 2°9).

— wuy :nousavons uy; € Zet1 < uy 270
le “~1” servant & compenser le 2°°
I’exposant est donc bien fixé a 52. Le nombre formé par les 52 bits représentés de la
mantisse avec leur poids respectif (2! & 2759) est égal & (u; — 1) 275°.

< 3. Nous ajoutons alors 2°?—1 (addition exacte),
ajouté & us. Nous avons maintenant 2°2 < uq < 2°3;

Arrondi de dg

Pour dy, nous ne faisons aucun arrondi: nous récupérons les bits de poids 27°* 3 27100

de @ ; les bits de poids 27101 3 27117 sont annulés.

Arrondi de d;

L’arrondi de d; est le plus compliqué. Nous avons besoin d’un arrondi inférieur et d’un
arrondi supérieur de (27°% + 27197)4 & 27101 pras (I'un pour le sens positif, 'autre pour
le sens négatif). Nous calculons d’abord d}, arrondi inférieur de 27534 dans 271'7Z. Nous
avons évidemment 0 < dy —d} < 3- 2-107 Nous calculons ensuite cfl_, arrondi inférieur de
d; dans 27197, Nous avons 0 < d} — d,~ < 2719, Par conséquent,

0<d —d <7-27107 27104
Enfin, nous calculons dl+ = (jl_ + 27104 Alors
0 < 27104 _7.9-107 o g% g < 97104

- 5+ . .
Les deux nombres d; et d;’ conviennent comme arrondis de d;.

Arrondi de dy

Le bit de poids 27117 de dy correspond au bit de poids 27! de 4 (car @ est multiplié par
27196} Nous considérons donc I’entier formé par les bits de poids 2! & 2712 de @ ; larrondi
au plus proche se fait en ajoutant 1 et en gardant les bits de poids 2% & 2711,
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3.4.5 Implémentation (sur Sparc)
Calcul des ¢’

Le calcul des e! nécessite certaines valeurs précalculées, notées e;. Nous avons choisi la
méthode suivante : un script Perl fait calculer ces valeurs par Maple, récupere les résultats
(un couple d’entiers par ;) et génére un source C contenant ces résultats. Ainsi il n’y a pas
de risque d’erreur en recopiant des données.

Calcul des ¢t®

La partie qui prend le plus de temps est le calcul et le test des e/T%, connaissant db, dy
et dy. Le compilateur C n’est pas capable de générer le code completement optimisé. En
particulier, les blocs de base ne sont pas placés comme on le voudrait, et il y a des grosses
pertes de temps au niveau des branchements. Ceci était a prévoir, car le compilateur ne
sait pas que certains branchements ne sont quasiment jamais pris (nous le savons notam-
ment grace a l'approche probabiliste). Malheureusement, le langage C ne posséde pas de
directive permettant de donner des indications sur les branchements; le seul moyen, qui
semble marcher avec le compilateur gce, est de placer soi-méme les blocs de base dans le
source C et d’utiliser des gotos. Mais il est plus simple et plus siir de programmer cette
partie directement en assembleur.

Ce calcul est constitué de deux boucles séquentielles (une dans le sens positif, I'autre
dans le sens négatif). Chaque boucle est constituée de 2" = 216 = 65536 itérations. On peut
gagner environ un cycle en déroulant partiellement la boucle (2’“ tests par itération): le
compteur de boucle sera décrémenté 2% fois moins souvent. Mais il ne faut pas la dérouler
trop, pour qu’elle puisse tenir dans le cache de niveau 1. L’optimal (approché) est obtenu
en essayant différentes valeurs de k. Sur Sparc 5, la valeur optimale de k est 6 environ.

Estimation du temps de calcul

Pour chaque test, nous faisons deux additions sur 64 bits: dy «+ dy +dsy et dy + dg +dq,
ce qui prend au total 4 cycles (processeur 32 bits). Le test se compose d’une comparaison et
d’un branchement, qui n’est quasiment jamais pris (une fois sur 2%!
un cycle sur Sparc. De plus, les instructions peuvent étre placées de maniere a ne pas avoir
besoin d’ajouter d’instruction nop apres les branchements. En négligeant la décrémentation
du compteur de boucle, nous obtenons un temps de 5 cycles par test.

en moyenne) ; cela prend

En fait, en faisant tourner le programme, i.e. en tenant compte de tout (sauf de la
seconde étapel), le nombre de cycles moyen par test se situe entre 6 et 7 sur une Sparc 5,
ce qui représente une dizaine d’années de calculs. 1l faudra donc paralléliser les calculs, ce
qui est facile puisque tous les intervalles peuvent étre testés de maniere indépendante.

Regroupement des intervalles

Pour que la parallélisation des calculs soit efficace, nous allons considérer des groupes
d’intervalles ; cela diminuera les acces disque et réseau. Les résultats seront validés unique-
ment lorsque le groupe aura été entierement testé; il ne faut donc pas que le test d’un

1. La seconde étape devrait prendre un temps de I'ordre du jour si on écrit un programme spécialement
pour elle.
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groupe prenne trop de temps, car le processus pourra étre arrété a tout moment, et il faudra
reprendre a zéro le travail correspondant au groupe. Nous avons choisi de faire des groupes
de 215 intervalles consécutifs, ce qui correspond & environ 5 minutes sur une Sparc 5 (20 a
30 minutes sur les machines les plus lentes). Tous les arguments nécessaires a la derniere
étape du calcul des ! (21° + 1 valeurs) sont lus tout au début pour étre plus efficace.

Maintenant nous ne nous préoccuperons plus des intervalles considérés jusqu’a présent
(contenant 27
des intervalles a 232 valeurs, et que nous appellerons tout simplement intervalles. Ils sont
numérotés de 0 a 22°
par intervalle.

valeurs). Nous ne considérerons que des groupes d’intervalles, qui forment

— 1. D’apres I’approche probabiliste, il y aura en moyenne 2 exceptions

Le passage des données se fera de la maniere suivante :

— Les numéros des intervalles a tester sont passés en arguments au programme.

— Les résultats sont envoyés dans la sortie standard. Leur format doit permettre de
détecter certaines erreurs (perte, entrelacement de données sur une machine paralléle).
Pour chaque intervalle, le résultat est formé d’un ensemble de lignes, chaque ligne
contenant le numéro de 'intervalle (pour identification). Nous avons d’abord une ligne
BEGIN, indiquant le début du résultat, puis des lignes identifiant les exceptions, puis
une ligne END contenant le nombre d’exceptions. Note: apres la ligne END, il est utile
de “flusher” la sortie standard, au cas ou la machine serait “rebootée”.

Exécution sur une machine paralléle

Le programme est écrit de maniere a ce qu’il puisse tourner sur une machine parallele
MIMD, avec les conditions suivantes (c’est le cas de la machine Capitan qui sera utilisée) : la
méme liste d’arguments est passée a tous les nceuds, il y a une variable qui donne le nombre
de nceuds n, et une autre qui donne le numéro ¢ du neeud entre 0 et » — 1. Alors le neeud ¢
ne testera que les intervalles de numéro congru a ¢ modulo n.

3.5 Parallélisation sur réseau de stations

3.5.1 Objectifs

Nous voulons les résultats des tests assez rapidement (quelques mois). Nous devons donc
paralléliser les calculs. Nous allons utiliser le réseau de stations de travail (une centaine
de SparcStations ainsi qu’une machine Capitan) que nous avons & notre disposition au
LIP et a PENS. Les stations de travail ont souvent une charge nulle: par exemple la nuit,
quand l'utilisateur n’est pas la, ou méme le jour, quand il fait un travail fortement interactif
(traitement de textes, mail...). On cherche a utiliser chaque machine au maximum sans
géner l'utilisateur ; on donnera donc une tres faible priorité au processus de test. D’autre
part, le processus occupe tres peu de mémoire: dans chaque intervalle, les calculs se font
uniquement sur des registres (sauf quand un test échoue, mais c’est trés rare), et le code est
prévu pour tenir dans le cache; par conséquent, le processus ne provoque pas de swap (ou
trés peu), ce qui ne ralentit pas la machine. Il y a aussi trés peu de communications (acces
NFS...), car la plus grande partie du temps est prise par les tests eux-mémes, les exceptions
étant tres rares; la machine n’est donc pas non plus ralentie par les communications.
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On doit aussi s’adapter a ['utilisateur. Il se peut que celui-ci ne veuille pas qu’on utilise
sa machine le jour, quand il est la. Il faut donc un systeme permettant que le processus soit
lancé uniquement & certains moments donnés (la nuit, pendant le week-end, les vacances
entre telle et telle date).

Il faudra aussi tenir compte que des machines peuvent étre “rebootées” a tout moment,
ou peuvent ne pas répondre. On stockera toutes les données qui peuvent servir a détecter
les éventuels problemes.

3.5.2 Meéthode choisie

Nous avons un processus de controle central txmain qui doit tourner sur une machine
peu souvent rebootée, car s’il est tué il faut le relancer a la main. Ce processus se charge
de lancer par rsh des processus de controle local tx_rsh sur chaque machine suivant les
modalités choisies par les utilisateurs de ces machines; il y a une petite exception : pour la
machine parallele Capitan (lhpc), le processus tx_rsh est lancé sur la machine centrale car
le systeme de fichiers de lhpc est différent. Les processus de controle local devront lancer le
processus de tests expo.

Le lancement des tests se fait en exécutant un processus start, qui crée d’abord un
fichier de log, dont le nom contient la date du lancement, pour étre sir de 'unicité de ce
fichier. La sortie (stdout et stderr) est redirigée vers ce fichier, ce permettra de détecter
tout ce qui se passe, et s’il y a des problemes avec certaines machines. Ensuite est lancé
un processus txprog chargé de stocker le nombre total d’intervalles testés & chaque heure,
ainsi que le nombre moyen d’intervalles testés par minute pendant la derniere heure; ceci
permettra de détecter d’éventuels problémes (en remarquant une perte de performance)
et d’estimer la date a laquelle les tests seront terminés. Le processus de controle central
est alors lancé, et on attend que ce processus se termine. On récupere le code d’erreur de
ce processus, que 1’on stocke dans le fichier de log; cela permettra de savoir comment le
processus s’est terminé. Enfin, le processus txprog est tué, et on stocke la date de fin.

machine centrale

txmain

rsh

(Ihpc)

} l |

Note: nous avons choisi d’écrire tous ces processus (sauf expo) en Perl, ce langage étant
tres adapté a la manipulation de fichiers texte, processus, signaux ; les résultats sont mani-
pulés de telle maniere que tout bug (en dehors de expo) ou autre probleme courant (perte
de données, processus tués brusquement, etc...) n’ait aucune influence sur la validité des
résultats.

machines locales
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Modalités

L’utilisateur de la machine a le choix entre différentes modalités. Ces modalités sont
stockées dans un fichier (un par machine) et peuvent étre modifiées a tout moment, sans avoir
besoin de tout relancer. D’autre part elles peuvent changer suivant la date (pour prendre
en compte une période de vacances). Un fichier de modalités se compose de plusieurs blocs :
un bloc par période. Pour chaque période, on a le choix entre machine inutilisée, machine
utilisée en permanence, machine utilisée tel jour de la semaine entre telle et telle heure (en
général la nuit et les week-ends, avec horaires choisis par 'utilisateur), et machine utilisée
seulement quand personne n’est physiquement connecté dessus (cas des machines en libre
service).

L’utilisateur a toujours la possibilité de tuer le processus a n’importe quel moment. Le
nom d’un script setuid lui a été donné (killexpo). Ceci tue le processus et empéche son
redémarrage pendant trois heures (valeur par défaut). Ensuite il pourra étre relancé par le
processus central suivant les modalités.

Processus de contréle local tx_rsh

Le processus de controle local est lancé par le processus central, qui lui donne les numéros
des intervalles & tester en arguments; il doit en avoir assez pour une dizaine d’heures au
moins. Ensuite, ce processus est completement autonome; si le processus central meurt, le
processus local peut continuer a travailler et a stocker les résultats tant qu’il n’a pas terminé.

Le processus tx_rsh lance expo au tout début et stocke le pid dans un fichier (fichier
de sortie) de maniere a ce que le processus central puisse tuer expo en cas de probleme. Les
résultats sont récupérés par pipe et stockés dans un fichier texte commun ; un systeme de
verrouillage qui résiste a NFS est utilisé pour éviter des pertes de données (des essais ont
été effectués sans verrouillage et les pertes de données étaient relativement courantes). Le
processus vérifie régulierement s’il doit s’arréter (cf les deux derniéres modalités, dans la
section précédente).

Lorsque le processus doit se terminer ou est tué proprement, il écrit le mot exit dans
le fichier de sortie pour indiquer au processus central qu’il a terminé. Evidemment cela
ne fonctionne pas si la machine est rebootée; c’est pourquoi il simule périodiquement une
écriture dans le fichier de sortie (touch) pour indiquer qu’il est toujours vivant et qu’il n’a
pas besoin d’étre relancé.

Processus de contréle central txmain

La fonction principale du processus central est de lancer les processus locaux suivant les
modalités. Il doit aussi détecter si un processus local a terminé (mot exit dans le fichier
de sortie du processus local) ou si s’il a été tué brusquement ; on considere qu’il a été tué
brusquement s’il n’y a eu aucune écriture dans le fichier de sortie pendant deux heures. Dans
le premier cas, le processus peut étre relancé rapidement. Si le second cas se produit trop de
fois a la suite, la machine ne sera plus réutilisée. Lorsqu’un processus est ajouté ou enlevé,
txmain ’écrit dans le fichier de log.

Il est aussi capable de détecter d’éventuels interblocages (dus au systéme de verrouillage)
et d’enlever le verrou.

Lorsque le fichier commun de résultats devient trop gros ou a la demande (signal USR1),
les résultats sont transférés dans un autre fichier apres conversion en binaire et retrait de
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certaines informations pour prendre moins de place.

Arrét

Le processus central crée au début un script permettant de tout arréter (il s’agit de
’envoi d’un signal TERM au processus). Mais il se peut que cela se passe mal et que le
processus central meure sans rien arréter. Dans ce cas, les processus locaux continuent a
tourner et a stocker des résultats. Pour tout arréter, il faut alors effacer ce script, ce qui
empéchera les processus locaux d’écrire leurs résultats et les tuera a ce moment.

3.5.3 Problémes rencontrés

Parfois certaines machines ne répondent pas ou répondent trop lentement. Le proces-
sus local est automatiquement relancé (au bout de deux minutes environ). Si le probleme
persiste, il vaut mieux désactiver la machine par killexpo.

Il arrive aussi (c’est assez rare) que les processus expo ne font plus rien et ne peuvent
plus étre tués: ils résistent au kill -KILL. La machine doit alors étre rebootée. Ce probleme
n’a pas été résolu; mais dans tous les cas qui se sont produits, il y avait déja un processus
extérieur qui n’a pas été tué correctement et prenait tout le temps cpu.

La gestion des signaux CHLD est pour I'instant assez mauvaise. Des processus “zombies”
peuvent parfois apparaitre. Mais une gestion correcte ne fonctionne pas. Ceci est dit & deux
bugs de la version de perl/Solaris installée ici. Pour I'instant, seulement 1'un des deux a pu
étre corrigé.

Il est arrivé plusieurs fois que le processus central soit tué par un “segmentation fault”
ou un “bus error” (numéro du signal récupéré grace au processus start). Ce genre d’erreur
ne devrait pas arriver. Il y a peut-étre une relation avec les bugs de CHLD.

Il est arrivé une fois que des intervalles soient calculés en double ; ceci est apparemment
di a un probleme de communication par NEFS. Quand une telle erreur se produit, cela est
détecté par le processus central, qui s’arréte.

3.6 Seconde étape

La seconde étape consiste a retester les arguments qui ont échoué a la premiere étape.
Cela se fait simplement en calculant I'exponentielle & une assez grande précision, 27159 par
exemple. La probabilité pour qu’un argument échoue de nouveau est extrémement faible.
Nous pouvons aussi prendre une précision plus faible, les éventuels cas restants pouvant étre
testés avec Maple.

Pour l'instant, les programmes nécessaires a la seconde étape ne sont pas encore écrits ;
nous pourrons éventuellement utiliser ceux des calculs en multiprécision (cf chapitre 4). Mais
il faut commencer la seconde étape des maintenant, d’une part pour détecter d’éventuels
bugs, d’autre part pour s’assurer que les hypotheses probabilistes sont vérifiées. Nous utili-
sons Maple, ce qui est simple, mais assez lent (bien qu’il soit possible d’exécuter entierement
la seconde étape comme cela en quelques jours avec plusieurs machines) ; en particulier, on
est obligé avec Maple de calculer en base 10, puis de convertir en base 2, ce qui n’est pas
du tout naturel en ce qui nous concerne.
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3.7 Quelques résultats

Le premiere étape a été lancée il y a un mois, vers le 20 mai, d’abord sur quelques
machines, puis sur toutes les machines du LIP. Nous avons ajouté récemment deux machines
du laboratoire de chimie. Des machines de ’ENS seront bientot ajoutées.

227385 intervalles (sur 1048576) ont pour I'instant été testés, soit environ 21,7%. La
nuit et les week-ends, entre 8 et 11 intervalles sont testés par minute; ce nombre tombe a
5 pendant la journée en semaine. Pour l'instant (avant I’ajout de nouvelles machines), cela
donne environ 80000 intervalles testés par semaine. La premiere étape devrait étre terminée
vers la mi-aoiit.

Sur les 227 385 intervalles testés, 454 688 exceptions ont été trouvées. L’approche proba-
biliste en prévoyait 454 770. L’estimation est donc excellente.

Nous avons commencé la seconde étape. 134 886 exceptions ont pour I'instant été testées
(avec Maple). Dans le tableau suivant, nous donnons en fonction des nombres ko (avec
ko > 40) et my intervenant dans le dilemme du fabricant de tables (cf chapitre 2):

— le nombre d’exceptions pour lesquelles k = kg ;
— le nombre d’exceptions pour lesquelles k > kg ;

— le nombre estimé (par les arguments probabilistes) d’exceptions pour lesquelles k& > ko.

ko | mo || k=ko | k> ko | estimation
40 | 93 535 1070 1053,8
41 | 94 267 535 526,9
421 95 135 268 263,4
43 | 96 56 133 131,7
44 | 97 41 77 65,9
45| 98 16 36 32,9
46 | 99 9 20 16,5
47 | 100 4 11 8,2
48 | 101 4 7 4,1
49 | 102 1 3 2,1
50 | 103 0 2 1,0
51 | 104 1 2 0,5
52 | 105 0 1 0,3
53 | 106 1 1 0,1

La encore, ’estimation est tres bonne.

Les exceptions trouvées pour k& > 49 sont :

zp = 0.10000000001011010111000000100001001010110101110101011,
avec  exp(zy) = 1.101001100101110110001001101010111111001111010001111010°%10 . ...

2 = 0.10000011100100111101011110101111111101110100011110110,
avec  exp(zz) = 1.101011000000001100101010100011010010111011000010001100°10 . . .

3 = 0.10000000110101110001001011100011000001001101000111000,
avec  exp(z3) = 1.101001110111010111000110110000011101100011010011110111*800 . ..
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Chapitre 4

Calcul des fonctions élémentaires
en multiprécision

4.1 Introduction

L’arrondi exact des fonctions élémentaires nécessite d’avoir des routines de calculs a
tres grande précision. Elles pourront d’abord servir a résoudre le probleme du fabricant de
tables pour des implantations en double précision, tant que les tests exhaustifs n’auront
pas été completement terminés, ce qui prendra beaucoup de temps. Elles seront de toutes
facons obligatoires pour les implantations en quadruple précision. Notons qu’en employant
la méthode multi-niveaux de Ziv (cf section 2.2), I'utilisation de ces routines influe trés peu
sur le temps de calcul moyen.

Nous cherchons a écrire des routines optimisées pour des nombres de 'ordre du million
de bits (borne supérieure pour les flottants en double précision donnée par le théoreme
de Yu. Nesterenko et M. Waldschmidt). Les algorithmes d’addition et de soustraction sont
classiques et ne posent pas de probleme particulier ; nous n’en parlerons donc pas. Ensuite, il
y a la multiplication, sur laquelle reposent tous les autres algorithmes (division, racine carrée,
fonctions élémentaires) ; il est donc important de bien I'optimiser, et nous en parlerons plus
en détail. D. Zuras a décrit un certain nombre d’algorithmes de multiplication dans [Zur94].
Les algorithmes des autres opérations et fonctions élémentaires sont donnés par R.P. Brent
dans [Bre76]; des algorithmes semblables mais plus rapides sont donnés par D.H. Bailey
dans [Bai93].

4.2 Type de données utilisé et choix de la base

De plus en plus, les processeurs sont plus rapides en calcul flottant qu’en calcul entier,
des que la multiplication intervient. Nous avons comparé deux implémentations différentes
d’un algorithme de multiplication de nombres de grande taille: une effectuant les calculs
élémentaires sur les entiers, 'autre sur les flottants en double précision. Le calcul sur les
flottants était environ 7 fois plus rapide que celui sur les entiers. Nous avons donc choisi
d’utiliser les flottants en double précision comme type de données élémentaire.

Nous devons calculer dans une base du type 2V. N sera fixé plus loin par des problemes
d’implémentation, mais il vaut mieux le choisir plutét grand afin de ne pas utiliser trop de
mémoire.
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4.3 Multiplication

4.3.1 Introduction

Nous considérons ici la multiplication sur des entiers de méme taille. En fait, ce seront des
flottants en multiprécision que nous devrons multiplier pour effectuer les autres opérations
ou fonctions élémentaires; mais la seule différence est la gestion des exposants qu’il faut
faire en plus pour les flottants et 'arrondi du résultat pour avoir un flottant a la méme
précision que les entrées.

On connait actuellement trois types d’algorithmes pour calculer le carré ou le produit
d’entiers :

1. Lalgorithme “classique” en n* (n? multiplications pour un produit, et n(n — 1)/2
multiplications et n carrés pour un carré).

2. Les algorithmes du type Toom—Cook, qui généralisent une méthode inventée par Ka-
ratsuba et Ofman. Un entier est vu comme un polynéme (par décomposition en blocs
de k chiffres). On doit calculer le carré ou le produit de polynémes en faisant le moins
possible de carrés ou multiplications.

3. Les algorithmes utilisant la transformée de Fourier rapide (FFT).

Les algorithmes de type (2) et (3) utilisent le principe de programmation diviser-pour-
régner: on transforme le probleme pour se ramener a des multiplications de nombres plus
petits. Tant que les nombres & multiplier sont assez grands, on applique récursivement
cette transformation; dans le cas contraire, on utilise un autre algorithme (basé sur une
autre transformation ou ’algorithme en n?), de complexité en temps plus grande, mais plus
rapide sur des petits nombres.

4.3.2 Algorithme en n”

L’algorithme étant classique, nous ne parlerons que de I'implémentation. Puisque le
produit de deux nombres de K bits est un nombre de 2K bits, nous avons besoin de savoir
convertir un nombre de 2K bits en un nombre de K bits pour revenir dans la représentation
d’origine ; la méthode a été expliquée dans la section 3.4.3. Nous avons aussi besoin d’extraire
les retenues lors d’une addition ou d’une soustraction; la méme méthode s’applique. Nous
avons choisi de travailler en base 2°°, ce qui laissera notamment 3 bits pour les retenues,
utiles pour faire plusieurs additions ou soustractions simultanées (cf section 4.3.4).

4.3.3 Algorithme de Karatsuba (méthode 2-way)

En 1963, Karatsuba et Ofman ont remarqué qu’il suffit, grace a [’égalité suivante appli-
quée 3 z = 2V de 3 produits de mots de longueur w pour effectuer un produit de mots A
et B de longueur 2w:

(A1$ + Ao)(B1$ + Bo) = A1B1$2 + (AlBl + AoBO — (Al — Ao) (Bl — Bo))$ + AoBo.

On obtient ainsi un colit asymptotique en O(w1°g3/1°g2) = O(w'%%) en appliquant récursi-
vement la méthode ci-dessus.
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4.3.4 Généralisation (méthode k-way)

On peut généraliser ’algorithme de Karatsuba en découpant ’entier en p blocs au lieu
de 2. Pour alléger les notations, nous considérerons le cas du carré; pour la multiplication, il
suffit de remplacer dans les expressions (3 k;;A4;)? par (3 ki;A;) (> kijBj), ol les k;; sont
des constantes (i.e. ne dépendent ni de A, ni de B).

Ainsi on considere I’équation
(Ap_1aP™ '+ Ajr 4 Ag)® = Chppa™ P+ - 4+ Cra 4+ Co

et on détermine les C; en choisissant 2p — 1 valeurs de z (rationnels ou/et co). On remarque
qu’un bon choix est de prendre dans 'ordre 1, oo, 0, 2, %, -2, —%, 3, %, -3, —%, %, %, celd
on privilégie la symétrie multiplicative sur la symétrie additive. La résolution du systeme
linéaire (effectuée une fois pour toute lors de 'implémentation de ’algorithme) mene a un

produit d’une matrice constante & coefficients rationnels par le vecteur des (3 k;;A;)?.
On montre que la complexité est O(nlos(2r=1)/logp),

Appliquons le principe précédent pour la multiplication avec p = 3. On choisit
x € {00,2,1,1/2,0}. On a alors:

1 0 0 0 0 Cy P, As By

16 8 4 2 1 C P (4A2 4+ 2A1 + Ag) (4B + 2B + By)
1 11 1 1 Cy | =| P | = (A2 + A1 + Ao) (B2 + B1 + Bo)

1 2 4 8 16 Cq P (Ag 4+ 2A1 +440)(Bz + 2B1 4+ 4By)
0 0 0 0 1 Co P AoBg

et la résolution de ce systeme donne:

-1

Cy 100 00 1 0 0 0 0 Py
Cs 0 6 000 -21 2 -12 1 -6 P
Co =100 200 v -1 10 -1 7 Py
' 0006 0 -6 1 =12 2 =21 Py
Co 00 001 0 0 0 0 1 By

ce qui donne un produit par une matrice constante entiere et trois divisions. Dans I'implé-
mentation choisie, le produit de matrice s’effectue en calculant simultanément (donc sans
acces mémoire) les valeurs intermédiaires suivantes:

SOI7P0 et 54:71347
TOISO—P1—|—3P2 et /‘T4254—133—|—31327
Xo=To+Ty+4P,, X9 =P -Ty—-31p— P et Xg=F—Ty—3Ty— Ps

en tenant compte du fait que nous avons seulement 3 bits de retenues. Les trois divisions
peuvent s’effectuer sans utiliser de division flottante pour étre plus rapides.

4.3.5 FFT

Il existe plusieurs algorithmes utilisant la FFT. Certains sont décrits dans [Zur94];
ils ont des complexités de la forme O(nk/(k_Q))7 mais ils semblent peu efficaces en pra-
tique. Le meilleur (asymptotiquement) algorithme connu est I'algorithme de Schénhage—
Strassen [BMZ85, Bai87], qui consiste & décomposer un nombre de n chiffres en \/n blocs
de y/n chiffres; sa complexité est O(nlognloglogn).
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4.3.6 Résultats sur une SparcStation 5 a 85 MHz

Nous avons implémenté 3 algorithmes: l'algorithme en n?, celui de Karatsuba, et le
3-way. L’algorithme de Karatsuba a été implémenté avec des flottants en double précision
(base 259) et avec des entiers (base 2°!). L’implémentation sur les flottants s’est avérée étre
7 fois plus rapide sur des nombres de 1000 bits; ce n’est pas surprenant, car sur Sparc la
multiplication en double précision est environ 50 fois plus rapide que celle sur des entiers
(en se ramenant a des nombres de méme taille). Les algorithmes suivants ont donc été
implémentés avec des flottants de 50 bits.

Des simulations sur des nombres de 1000000 de bits ont montré que l'algorithme de
Karatsuba devient efficace par rapport a ’algorithme classique pour les nombres excédant
17 mots (soit 850 bits). L’algorithme de Karatsuba donne un temps de 32 secondes sur une
Sparc 5 a 85 MHz, pour des nombres de 20000 mots (soit 1000000 de bits). L’algorithme
3-way donne un temps de 18,3 secondes (avec les mémes données). La frontiére entre le
2-way et le 3-way se situe aux alentours de 30-70 mots (de 1500 & 3500 bits).

4.4 Fonctions algébriques

On suppose algorithme de multiplication donné. Les fonctions algébriques peuvent se
calculer a I’aide de I'itération de Newton, dont nous rappelons brievement le principe. Sous
certaines conditions (vérifiées quand nous appliquerons 'itération plus loin), on peut calculer
une solution de ’équation f(z) = 0 a l’aide de l'itération suivante :

iy = i hi f (x;) f(i)

' b a4 he) — fla) J'(@i)

On peut montrer que si h; = 272 4, —( = 0(2_”/2) et le calcul est effectué a la précision n,

alors 2,41 — ¢ = O(27"), i.e. la convergence est quadratique (en supposant que ¢ # 0 car
nous parlons de précision relative).

).

(ou x; —

Nous utiliserons le fait que cette itération est “autocorrective” (i.e. ; n’a besoin d’étre
connu qu’a 0(2_”/2) pres) et que la convergence est quadratique: si #; est connu a la
précision n/2 (ainsi que (), alors le calcul de ;41 est effectué a la précision n, i.e. la
précision est doublée a chaque itération.

Nous avons besoin d’algorithmes de division et de racine carrée pour le calcul des fonc-
tions transcendantes. Nous pouvons calculer 'inverse d’un nombre ¢ en appliquant I'itération
Tit1 = x;(2 — cx;). A partir de I'inverse et de la multiplication, nous obtenons la division.
Pour la racine carrée d’un nombre ¢ positif, le plus rapide est de calculer 1/4/c en résolvant
cx? = 1 par litération 2,41 = 2;(3 — c2?)/2 puis de multiplier par c.

4.5 Fonctions transcendantes

Les fonctions transcendantes sont calculées a ’aide de résultats de la théorie des inté-
grales elliptiques. Les fonctions sont encore calculées a Paide d’algorithmes itératifs avec
convergence quadratique, mais ceux-ci ne sont plus autocorrectifs. Par conséquent, on ne
peut plus faire les calculs intermédiaires avec une précision réduite. Il faut méme calculer
avec une précision faiblement supérieure a cause des erreurs d’arrondi.

Par exemple, on peut calculer = de la fagon suivante (la valeur de 7 est utilisée dans les
algorithmes de calcul des fonctions élémentaires) :
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A1 B—2712 T 1/4; X 1,
While A — B > 27" do
Y « A; A (A4 B)/2; B+ (YB)Y?
T+ T-X(A-Y)?% X « 2X;
Return (A + B)?/(4T)

Les algorithmes pour les fonctions transcendantes sont décrits dans [Bre76] et [Bai93].
On a des temps qui sont jusqu’a environ 30 fois plus grands que celui d’une multiplication,
soit quelques minutes pour des nombres de 1000000 de bits.
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Chapitre 5

Conclusion

Le but du probleme posé, a long terme, est de certifier une bibliotheque de calculs en
vue d’instaurer une norme garantissant pour les fonctions élémentaires (exp, log, sin, cos,
tan, arctan) ce que garantit déja la norme IEEE-754 pour les fonctions arithmétiques (+,
—, X, +et \/‘), c’est-a-dire que le résultat d’une opération soit ’arrondi du résultat exact.
Pour résoudre ce probleme, nous avons considéré deux approches:

— Pour les flottants en double précision, le probleme peut étre résolu a I'aide de tests
exhaustifs. Pour I'instant, nous effectuons les tests sur I'exponentielle entre 1/2 et 1 &
I’aide d’une centaine de machines; nous espérons obtenir les résultats complets vers la
mi-aoilt. Ces tests permettront aussi d’obtenir des bornes pour la fonction réciproque:
le logarithme. Nous étendrons ensuite les calculs a d’autres intervalles et d’autres
fonctions, en utilisant plus de machines. Mais pour les flottants en quadruple précision,
il est impossible d’effectuer de tels tests, et les machines ne seront certainement jamais
assez puissantes.

— Pour résoudre completement le probleme, nous écrivons une bibliotheque de calculs en
multiprécision, optimisée pour des nombres ayant une taille de 'ordre du million de
bits. Nous avons implémenté trois algorithmes de multiplication, qui est opération la
plus importante : I'algorithme classique en n?, algorithme de Karatsuba (décomposi-
tion en 2) et 'algorithme 3-way (décomposition en 3). Il est encore possible d’accélérer
la multiplication :

— L’implémentation de l’algorithme en n?

peut étre améliorée, en prenant par
exemple une base plus petite et en propageant moins souvent les retenues (dues

aux additions).

— Les frontiéres n? /2-way et 2-way /3-way sont assez proches et nous gagnons
environ un facteur 2 avec ’algorithme 3-way par rapport a lalgorithme 2-way.
Ceci nous suggere qu’il serait intéressant d’implémenter un algorithme 4-way et
éventuellement d’aller plus loin (k-way généralisé ou algorithme de Schénhage-
Strassen).

— Nous pourrions aussi implémenter le carré. Il est ainsi possible de gagner un
facteur d’environ 1,5 lorsque le cas se présente [Zur94].

— Puisque la multiplication est en fait utilisée pour calculer la division, la racine
carrée, etc..., nous avons en fait seulement besoin d’un résultat ayant la méme
précision que les opérandes: lorsque nous multiplions deux nombres de n mots,
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nous sommes seulement intéressés par les n mots les plus significatifs du produit
(au lieu des 2n mots), i.e. par le résultat du produit court [KJ93a, KJ93b]. Nous
pouvons ainsi gagner un facteur 2 sur les petits nombres (1000 bits), ce qui est
intéressant pour implémenter la stratégie de Ziv (cf section 2.2); si les nombres
sont tres grands, on y gagne tres peu.

Il reste aussi a implémenter les algorithmes de la division, la racine carrée, et des
fonctions élémentaires. Notons que ces routines pourront servir a des taches autres
que ’arrondi exact des fonctions élémentaires.

Nous avons montré que arrondi exact des fonctions élémentaires est possible. Cela peut
couter tres cher, mais nous devons considérer que:

— La vraie borne supérieure de m est certainement beaucoup plus faible que la borne
théorique. Les tests exhaustifs en double précision permettront d’avoir une petite
borne (les arguments probabilistes laissent a penser qu’elle sera comprise entre 106
et 115), en tabulant les arguments dont la borne sera jugée trop grande. Lorsque
largument n’a pas été testé (quadruple précision par exemple), si jamais on tombe
sur une grande borne nécessitant des calculs a grande précision, il faut prévoir de
le signaler a l'utilisateur, de maniere a pouvoir tabuler cette valeur dans une future
version de la bibliotheque.

— Les ordinateurs deviennent de plus en plus rapides. Le temps maximal théorique d’une
opération a tres grande précision (qui a tres peu de chances d’étre nécessaire) sera de
I’ordre de quelques minutes.

— La stratégie multi-niveaux de Ziv permet d’évaluer la plupart des opérations avec une
précision un peu supérieure a n bits. Le temps requis est quasiment le méme que celui
nécessaire aux bibliotheques existantes pour calculer les fonctions élémentaires sans
garantir arrondi exact.

L’arrondi exact des fonctions élémentaires devenant plus facile, il est temps de penser a
une norme. Les questions que nous nous posons & ce sujet sont les suivantes:

— Doit-on prévoir un arrondi “moins cher”, mais bien défini, pour les applications dont
la rapidité est essentielle? Si un tel mode d’arrondi est fourni, doit-on prévoir un flag
indiquant un arrondi non exact?

— Doit-on prévoir un arrondi exact sur un certain domaine seulement? Comment choisir
ce domaine?

— Que doit-il se passer si jamais il n’y a pas assez de mémoire lors d’un calcul a grande
précision?
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